Методика модельных задач в курсе математического анализа.

С.П. Грушевский (Кубанский государственный университет)

При изу​че​нии кур​са  выс​шей ма​те​ма​ти​ки на не​ма​те​ма​ти​че​ских фа​куль​те​тах, бу​ду​щий спе​циа​лист (будь то ин​же​нер, фи​зик, хи​мик, экономист и т.д.) дол​жен достигнуть такого уровня в​ла​дения ма​те​ма​ти​че​ским ап​па​ра​том, чтобы не​по​сред​ст​вен​но при​ме​нять его в прак​ти​че​ской дея​тель​но​сти, ори​ен​ти​ро​вать​ся в ме​то​дах ре​ше​ния ос​нов​ных за​дач спе​ци​аль​но​сти,  в ус​ло​ви​ях дос​та​точ​но бы​ст​ро ус​та​ре​ваю​щей тех​ни​ки, тех​но​ло​гии про​из​вод​ст​ва и про​фес​сио​наль​ных на​вы​ков, быть го​то​вым к ос​мыс​ле​нию но​вых яв​ле​ний, к из​ме​не​нию про​фес​сио​наль​ной на​прав​лен​но​сти, к ра​бо​те на сты​ке раз​лич​ных об​лас​тей нау​ки и тех​ни​ки.

Для спе​циа​ли​ста-прак​ти​ка цен​ность ма​те​ма​ти​че​ской теории в зна​чи​тель​ной сте​пе​ни из​ме​ря​ет​ся воз​мож​но​стью ее прак​ти​че​ско​го при​ло​же​ния. В свя​зи с этим, ес​те​ст​вен​но, при изу​че​нии ма​те​ма​ти​ки по​ка​зать ее в дей​ст​вии, в кон​крет​ных при​ло​же​ни​ях, в за​да​чах спе​ци​аль​ных  дис​ци​п​лин. Причем,  ис​сле​дуя и ана​ли​зи​руя кон​крет​ные  прак​ти​че​ские про​бле​мы  из об​лас​ти ес​те​ст​вен​ных на​ук, сту​ден​ты и уча​щие​ся за​час​тую стал​ки​ва​ют​ся с не​об​хо​ди​мо​стью вве​де​ния и изу​че​ния но​вых ма​те​ма​ти​че​ских по​ня​тий и ме​то​дов, что са​мо по се​бе яв​ля​ет​ся  мо​ти​вом рас​ши​ре​ния ма​те​ма​ти​че​ских зна​ний. Вме​сте с тем яс​но, что ме​то​до​ло​ги​че​ской ос​но​вой ма​те​ма​ти​че​ской под​го​тов​ки слу​жат зна​ния фун​да​мен​таль​ных, клас​си​че​ских  раз​де​лов ма​те​ма​ти​ки. Таким образом, при изучении курса математики необходимо организовывать учебный процесс так, чтобы с одной стороны  сту​ден​ты  глу​бо​ко и все​сто​рон​не изу​ча​ли клас​си​че​ские раз​де​лы ма​те​ма​ти​ки, а с дру​гой сто​ро​ны при​об​ре​та​ли  на​вы​ки прак​ти​че​ско​го при​ме​не​ния по​лу​чен​ных зна​ний.

Отметим, что  эф​фек​тив​ность обу​че​ния впря​мую за​ви​сит от уров​ня ак​тив​но​сти сту​ден​та или уча​ще​го​ся в по​зна​ва​тель​ной дея​тель​но​сти, сте​пе​ни его са​мо​стоя​тель​но​сти. В свя​зи с этим, осо​бое ме​сто при​об​ре​та​ет прин​цип “обу​че​ние че​рез за​да​чи”. 

Ре​ше​ние за​дач - один из наи​бо​лее эф​фек​тив​ных способов усвоения зна​ний,  ме​то​дов и при​ло​же​ний ма​те​ма​ти​ки, раз​ви​тия на​вы​ков исследовательской, ма​те​ма​ти​че​ской дея​тель​но​сти. Поэтому, важное значение имеет проблема разработки таких задач и уп​раж​не​ния, ко​то​рые мог​ли бы слу​жить, кро​ме про​че​го, мо​ти​вом раз​ви​тия тео​рии, сред​ст​вом для эф​фек​тив​но​го при​ме​не​ния тео​ре​ти​че​ско​го ма​те​риа​ла и раз​ви​тия ис​сле​до​ва​тель​ских на​вы​ков, а также изучение способов, методик, схем их /задач/ применения в учебном процессе.  В настоящей работе мы рассматриваем некоторые приемы конструирования и примеры использования так называемых модельных задач. 

Под модельными задачами обычно понимаются за​да​чи, воз​ни​каю​щие при ма​те​ма​ти​че​ской фор​ма​ли​за​ции кон​крет​ных прак​ти​че​ских ситуаций фи​зи​ки, хи​мии или дру​гих на​ук, другими словами задачи, представляющие собой математические модели. Выполнение студентами заданий, основанных на использовании модельных задач, делает изучение математики более целенаправленным и содержательным, способствует повышению интереса как к самой математической науке, так и применению математических методов на практике. 

Эффективность использования модельных задач при изучении математики обуславливается тем, что наи​боль​шая по​зна​ва​тель​ная ак​тив​ность сту​ден​тов дос​ти​га​ет​ся в ис​сле​до​ва​нии во​про​сов, на​пря​мую свя​зан​ных с их бу​ду​щей спе​ци​аль​но​стью. Высокий обучающий эффект достигается при применении  сквоз​ных мо​де​лей, т.е. мо​де​лей, изу​че​ние ко​то​рых мо​жет быть про​дол​же​но на про​тя​же​нии не​сколь​ких тем или раз​де​лов кур​са ма​те​ма​ти​ки. (На​при​мер, за​да​ча бро​са​ния кам​ня под уг​лом к по​верх​но​сти зем​ли в той или иной фор​ме изу​ча​ет​ся в диф​фе​рен​ци​аль​ном ис​чис​ле​нии функ​ций од​но​го и не​сколь​ких пе​ре​мен​ных, ин​те​гра​льном исчислении, диф​фе​рен​ци​аль​ных урав​не​ни​ях).

Воз​мож​ны раз​но​об​раз​ные спо​со​бы и схе​мы ис​поль​зо​ва​ния мо​дель​ных за​дач в учеб​ном про​цес​се, например, в  ти​по​вых рас​че​тах, са​мо​стоя​тель​ных и кон​троль​ных ра​ботах, на лек​ци​ях и прак​ти​че​ских за​ня​ти​ях при введении или иллюстрации новых математических понятий, в кур​со​вых или ди​плом​ных ра​бо​тах. Од​на​ко при этом про​сле​жи​ва​ет​ся сле​дую​щая  схе​ма: 

· На пер​вом эта​пе фор​му​ли​ру​ет​ся учеб​ная про​бле​ма в фор​ме прак​ти​че​ской за​да​чи, уже опи​сан​ной на язы​ке фи​зи​ки, механики или дру​гой спец дисциплины и под​ле​жа​щая ис​сле​до​ва​нию сред​ст​ва​ми и ме​то​да​ми ма​те​ма​ти​ки.

·  Сфор​му​ли​ро​ван​ная за​да​ча фор​ма​ли​зу​ет​ся, пе​ре​во​дит​ся на язык ма​те​ма​ти​ки, т.е. стро​ит​ся ма​те​ма​ти​че​ская мо​дель. На этом этапе воз​мож​но воз​ник​но​ве​ние про​блем​ной си​туа​ции, за​клю​чаю​щей​ся в том, что для фор​ма​ли​за​ции мо​жет быть не​дос​та​точ​но ма​те​ма​ти​че​ских зна​ний. Раз​ре​ше​ние этой про​блем​ной си​туа​ции яв​ля​ет​ся сти​му​лом для рас​ши​ре​ния тео​ре​ти​че​ских зна​ний, вве​де​ния и изучения но​вых ма​те​ма​ти​че​ских по​ня​тий, ме​то​дов, ал​го​рит​мов. Соз​дан​ный та​ким об​ра​зом ма​те​ма​ти​че​ский ап​па​рат да​ет воз​мож​ность ис​сле​до​вать ис​ход​ную при​клад​ную за​да​чу ма​те​ма​ти​че​ски​ми сред​ст​ва​ми в по​стро​ен​ной мо​де​ли.

·  По​лу​чен​ные в ре​зуль​та​те ма​те​ма​ти​че​ско​го ре​ше​ния но​вые тео​ре​ти​че​ские зна​ния о при​клад​ной за​да​че ин​тер​пре​ти​ру​ют​ся, т.е. пе​ре​во​дят​ся на язык, в ко​то​ром фор​му​ли​ро​ва​лась за​да​ча. При этом сно​ва воз​мож​на про​блем​ная си​туа​ция, свя​зан​ная с не​об​хо​ди​мо​стью рас​ши​ре​ния зна​ний уже в соответствующей спецдисциплине. С точ​ки зре​ния ме​то​ди​ки обу​че​ния ма​те​ма​ти​ки важ​ным здесь яв​ля​ет​ся то, что вновь вве​ден​ные и ис​поль​зо​ван​ные при ис​сле​до​ва​нии ма​те​ма​ти​че​ской мо​де​ли по​ня​тия и ме​то​ды по​лу​ча​ют кон​крет​ную прикладную ин​тер​пре​та​цию, что ес​те​ст​вен​но спо​соб​ст​ву​ет их ус​пеш​но​му ус​вое​нию сту​ден​та​ми.

По​нят​но, что опи​сан​ная схе​ма не аб​со​лют​на и не мо​жет при​ме​нять​ся на ка​ж​дой лек​ции, се​ми​на​ре или прак​ти​че​ском за​ня​тии. Фор​мы, ме​то​ды и спо​со​бы ее реа​ли​за​ции  раз​но​об​раз​ны и оп​ре​де​ля​ют​ся методическими це​ля​ми и дидактическими за​да​ча​ми учебного процесса. 

Остановимся на использовании модельных задач в индивидуальных заданиях по курсу математического анализа на физическом факультете КубГУ. Индивидуальные задания занимают важное место в учебном процессе. Они разрабатываются в соответствии с программой курса математического анализа и охватывают все его основные разделы. Индивидуальные задания могут предлагаться студентам в виде типовых расчетов, выполнение которых рассчитано на продолжительное время, в виде самостоятельных или контрольных работ непосредственно на занятиях, в виде курсовых работ   и т.д. В учебном процессе  индивидуальные задания могут выполнять разные функции: служить средством усвоения математических знаний, овладения навыками их применения, стимулировать познавательную и исследовательскую деятельность студентов, служить средством контроля за усвоением изучаемого материала и т.д. Содержание конкретных заданий зависит от методических целей и задач, которые решаются в учебном процессе, формы, в которой индивидуальное задание предлагается студентам.

Сформулируем некоторые требования к содержанию задач. Задачи должны:

1) оживлять абстрактный теоретический материал, выступая средством связи теории и практики.

2) способствовать мотивации введения математических понятий, усвоению свойств, их синтезированию, выявлению и вскрытию взаимосвязей между различными понятиями,

3) способствовать выявлению и усвоению новых математических фактов, закономерностей,

4) показывать ценность и значимость приобретенных математических знаний, способствовать овладению и закреплению навыков их применения,

5) формулироваться доступным и понятным студентам языком, однако, формулировка может быть расширена и представлять собой теоретическое введение к изучаемой проблеме,

6) выявлять взаимосвязи различных дисциплин образовательного цикла.

Кроме того:

7) численные данные в задаче должны быть реальными и соответствовать  существующим на практике; 

8) задача, по - возможности, не должна содержать сложных вычислений, которые могут заслонить основную идею.

Следует подчеркнуть эффективность применения при разработке индивидуальных заданий средств ЭВМ. Разработка системы пакетов индивидуальных заданий с использованием ЭВМ в значительной степени  избавляет преподавателя от рутинной, технической работы по составлению вариантов, расширяет класс доступных для решения задач.  При этом достигаются следующие цели: а) создается практически любое число неповторяющихся вариантов, б) задачи вариантов решаются по одному алгоритму и не отличаются существенно по сложности и трудоемкости, в) преподаватель получает возможности при минимальны временных затратах варьировать содержанием (упрощать или усложнять) в зависимости от уровня подготовки студентов, г) упрощается контроль за выполнением заданий.    (Более подробно о разработке машиноориентированных систем генерации заданий см. [1-4]). 

С другой стороны достаточно большой обучающий эффект достигается и при использовании средств вычислительной техники во время выполнении индивидуальных заданий. Это обуславливается следующими обстоятельствами:

1.
Снимая вычислительные барьеры, ЭВМ позволяет большее внимания уделить качественной стороне изучаемых тем. При этом высвобождается время для более глубокого изучения программного материала и более прочного овладения основными знаниями и умениями, появляется возможность изучать новые методики использования математического аппарата.

2.
Организация и проведение вычислительных экспериментов при создании и исследовании учебных математических моделей дает возможность строить и проверять различные гипотезы, получать и интерпретировать на языке соответствующей спецдисциплины новые факты. Таким образом, развиваются исследовательские навыки, создаются благоприятные условия для коллективной и индивидуальной работы, когда сопоставление результатов позволяет выдвинуть гипотезу и проверить её расчетами. Следует отметить, что и при изучении многих  математических задач вычислительные эксперименты оказываются эффективным средством  обучения.

3.
При использовании ЭВМ  появляется возможность доводить решение сложных математических задач до числа, значит, развиваются навыки работы с вычислительно техникой, расширяется спектр заданий.

4.
Формируется и развивается алгоритмическая культура студентов.

Отметим в связи с этим относительно недавно возникшую интересную и многогранную проблему,  взаимоотношений с пакетами прикладных программ MathCAD, Matlab, Maple V, Mathematica, Excel и другими математическими инструментальными средами (МИС). Проблема в том, что МИС механизировали практически все числовые расчеты от построения графиков функций и вычисления определителей до решения дифференциальных уравнений, а также некоторые символьные операции. В связи с этим у студентов появляется возможность большее внимание уделять качественной стороне изучаемых тем, разрабатывать и реализовывать вычислительные эксперименты с целью проверки тех или иных гипотез. Но сами числовые задания оказалось возможным выполнять нажатием нескольких клавиш на клавиатуре. Эффективное противодействие таким «МИС-угрозам» возможно на пути методических разработок заданий. Так, например, удачная находка в этом плане задания, генерируемые с помощью «графической» параметризации (см. ниже задачу №1 и далее) . Кроме того, алгоритмы численного решения заданий, заложенные в МИС, также имеют свои ограничения, и их использование в принципе предполагает наличие у пользователя определенной математической культуры. 

«МИС-угроза», как ни парадоксально, содержит в себе возможности борьбы с ней.  А именно, следует особо отметить высокую эффективность использования как на этапе разработки алгоритмов генерации, так и непосредственно при генерировании самих заданий пакетов прикладных программ (некоторые аспекты этой проблематики рассмотрены в работах [2], [4]). Дело в том, что имеющиеся в них вычислительные и графические возможности, средства редактирования текста и т.д. позволяют создавать машиноориентированные задачные дидактические конструкции, опирающиеся на системы генерации вариативных заданий, пользователю, обладающему стандартными навыками работы с этими пакетами, как правило, не требуя серьезных навыков программирования. При этом обеспечивается гибкость и разнообразие методической структуры задания, его вида, способов проверки и т.д. 

В качестве примера опишем схему конструирования индивидуальных заданий по математическому анализу, основанных на модели движения материальной точки вдоль прямой в зависимости от времени, и приемы их (заданий) использования в учебном процессе. В  [2] описывается автоматизированная учебная система генерации таких заданий созданная на языке Borland Pascal 7.0. 
Задача№1. Дан график функции: 
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Пусть заданный график представляет собой график закона движения x(t) материальной точки вдоль прямой, где t- время (сек),  х - координата (м). Определить по графику:

1.
начальное положение точки;

2.
примерное значение начальной скорости;

3.
промежутки времени, в течение которых точка двигалась практически равномерно, чему равна в это время скорость;

4.
промежутки времени, в течение которых точка двигалась с замедлением;

5.
моменты остановки, т.е. моменты, в которые скорость равна нолю; моменты, в которых менялось направление движения;

6.
промежутки времени, в течение которых точка двигалась с ускорением, т.е. модуль скорости возрастал;

7.
в какие моменты времени точка достигала максимального удаления от начального положения влево (вправо), найти это расстояние. 

8.
Когда скорость бесконечна? Когда скорость меняется скачком?

9. Когда скорость максимальна по модулю (в  смысле локального максимума)?

10. Построить график v(t) и график пути s(t), пройденного с начала движения.

11. Как изменится график функции, если время измерять в минутах, а координату х(t) в см.? (тоже  для часов и километров).
Кратко опишем технологию генерирования заданий. Необходимое число вариантов может быть получено изменением конструкции кривой. Эта кривая может представлять собой график некоторой функции, например, f(x)=aix3+bix2+cix+di,  где коэффициенты рассматриваются как параметры, соответствующие i- тому варианту (так называемое задание в параметрической форме). Генерирование параметров осуществляется с помощью rnd- функции  (случайным образом).  При этом на соответствующие формулы для коэффициентов накладываются некоторые естественные условия, с тем, чтобы не произошло непредвиденного усложнения или упрощения задания.
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Более содержательная и интересная конструкция для графического анализа получается, когда кривая конструируется из нескольких кривых. Например, следующим образом: Разобьем интервал [a,b], над которым должна располагаться исследуемая кривая на n промежутков точками

Искомый график будет представлять собой кривую составленную из графиков заданного набора функций над каждым промежутком 

, согласованных таким образом, чтобы построенная кривая удовлетворяла необходимым по смыслу задачи свойствам, например, была непрерывной. В качестве кривых, из которых составляется искомая кривая, можно взять необходимые части графиков функций:
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д.


Меняя над каждым промежутком соответствующие кривые, варьируя для этого параметры или организуя замены “кусочков” кривых с помощью rnd-функции получаем необходимый набор кривых.

Сформулированная модельная задача может использоваться практически на протяжении всего раздела “Дифференциальное и интегральное исчисление функций одного переменного”. При этом специфика конкретного задания требует соответствующей модификации способа задания кривой. В некоторых случаях удобнее, чтобы кривая задавалась графически, а для некоторых задач полезно предложить аналитическое задание функции y=x(t), с помощью набора параметров, указывая при этом правило замены “кусочков”  кривых. В этом случае, естественно, предложить учащимся искомый график построить самостоятельно. В нашем примере, кривая представляет собой график функции на отрезке[0;6]:
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где 

- параметры варианта (здесь они равны 1; -3; 2; 0.333 соответственно), A и B- подбираются из условия непрерывности(A=1, B=-0.667).                                                                                                      

Рассмотрим теперь возможную схему использования этой модели. Она может рассматриваться в начале курса при изучении функциональных зависимостей и их графиков, позволяя по виду графика анализировать свойства функций, преобразовывать графики, приблизительно строить графики производной.

В дальнейшем эта задача может быть использована при изучении производной, её  физической и геометрической интерпретаций. Например:

Задача№2.   1. Написать уравнение касательной и нормали к кривой у=x(t) из задачи №1 в точке 

. Найти точки, в которых касательные параллельны оси ОХ.

2. По заданному закону движения x=x(t) определить: а) скорость и ускорение в момент 

; b) ускорение, когда скорость равна 

;c) кинетическую энергию точки через 

сек. после начала движения ,  положив, что масса точки равна 

г.; d) силу, действующую на точку в момент 

, (параметры: 

.)

В этой задаче для отработки навыков дифференцирования закон движения

 y=x(t) можно задавать аналитически. Однако, наличие кривой графика x(t) позволяет изучить приемы графического дифференцирования. 

При изучении дифференциалов в рассматриваемой модели полезно решить следующую задачу:

Задача№3.  Дать механическое истолкование дифференциалам dx(t) и ds(t), соответствующим  времени 

, здесь  s(t)- путь пройденный точкой к моменту t. Используя полученный результат, вычислить приближённо 

 за промежуток времени от 

до 

, которые могут задаваться для каждого варианта.

При изучении тем исследование функций на экстремумы и построение графиков с помощью производных решение задачи№1 может быть снова проведено, но уже на новом уровне, ведь к этому времени пройдены основные разделы дифференциального исчисления функции одного переменного. Отметим при этом, что здесь полезно раскрыть студентам ключ к построению кривой, с тем, чтобы они могли провести исследование функции аналитически и сравнить результаты  с  предыдущим графическим решением.

Модель, изученная в задаче 1, может быть применена и при изучении первообразных. Например, в виде задачи: 

Задача№4. Пусть задана скорость движения материальной точки v(t) 

а) найти закон движения точки x(t) и провести кривую x(t) через точки 

, под каким углом x(t) пересекает ось абсцисс в точке 

?

b) по заданному значению массы

г. и закону изменения силы 
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 определить скорость движения при условии, что 
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Полезно рассмотреть п.a) задачи в случае, когда на чертеже задается график скорости v(t). В этом случае, конечно, мы получим только приближенный вид графика x(t).     

В теме определенные интегралы  мы снова можем опереться на модель задачи1: 
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Задача№5 Пусть точка, неподвижная в начальный момент времени, движется с ускорением 
[image: image10.wmf]a
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, где время измеряется в секундах, а ускорение в 

. Определить скорость при 

. За какое время точка разовьет скорость 

? Как далеко от старта находилась точка в этот момент? Показать, что путь, пройденный точкой за промежуток времени от 

, равен

Найти путь, пройденный точкой к моменту
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В последней задаче полезно отдельно рассмотреть случай, когда ускорение

задаётся графически.  Кроме того, задавая специальные зависимости для ускорения, можно использовать её для изучения численных методов интегрирования. Отметим также, что при нахождении времени, за которое достигается заданная скорость условие, вообще говоря, может быть подобрано таким образом, чтобы   применить навыки численного решения уравнений.

Отметим ещё одну конструкцию типового расчета, основанного на модели рыночного равновесия, которая может использоваться по описанной схеме в курсе высшей математике на экономических специальностях. 

В условиях задач i- номер варианта, в зависимости от которого генерируются параметры заданий.

Начальный этап формирования модели (темы графики элементарных функций,  решение уравнений): 

Задача№6: Пусть кривая спроса определяется функцией ps(q), а кривая предложения функцией ph(q).
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Решение

: 

Пусть кривая спроса определяется фукцией. 
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Поведем решение для 30 варианта.

 В этом варианте  значения 

параметров равны:


1. Построить на одном чертеже графики зависимости спроса , предложения от цены. Найти точку, определяющую рыночное равновесие. (Точка с координатами 
[image: image14.wmf](u
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) Определить на графике  области избыточного предложения и избыточного спрос.

2. Определить по графику изменение спроса в зависимости от цены. (Что происходит с величиной спроса когда растет (убывает) цена при неизменных прочих факторах?)

3. Определить по графику изменение предложения в зависимости от цены. (Что происходит с величиной предложения когда растет цена при неизменных прочих факторах?)
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Разнообразие вариантов может достигаться  генерацией параметров А, в, k, при этом формулы для этого подбираются из условия, чтобы координаты точки пересечения графиков были «хорошими» (точка равновесной цены). В зависимости от уровня трудности определяется выбор функциональных зависимостей. Так, например, возможны сочетания а) спрос - гипербола, предложение-прямая; в) спрос- прямая, предложение -парабола; с) спрос и предложение - прямые и т.д.

 Задача №7. Как изменится рыночная равновесная цена, если изменение цен на сырье привело к изменению функции предложения: 
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На рисунке приведена графическая  модель задач №6,7  для варианта i=30 
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 EMBED Equation.2  [image: image19.wmf]c
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Следующий этап изучения модели (в теме исследование функций и построение графиков):
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Задача №8 В условиях задачи №6 исследовать и построить график функции общих продаж монопольной фирмы



График функции U(q,30) имеет вид:

Далее при изучении дифференциального исчисления модель развивается в 

Задаче №9 Рассчитать эластичность спроса и предложения для этой цены и   изменение дохода при увеличении цены на t%. 

При изучении интегрального исчисления можно опереться на следующую задачу, развивающую описываемую экономическую модель.

Задача№9.  Определить ренту покупателя и продавца в условиях задачи №6;

Комментарии к решению. Ренты покупателя и продавца определяются по формулам:
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Рента покупателя 

где 
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- равновесный объем  продаж, 
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Рента продавца 

В заключение  заметим, что задачные дидактические конструкции , основанные на применении модельных задач в течении ряда лет применяются в типовых расчетах курса математического анализа на физическом факультете КубГУ. Как показывает анализ результатов применения решение модельных задач позволяет студентам не только глубоко освоить необходимые знания теории, но и приобрести ценный опыт их практического использования, что в свою очередь опять же влияет и на глубокое теоретическое осмысление знаний и содействует приобретению опыта их творческого применения. В итоге развивается интеллект студента и его профессионализм.
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